
�����������	 	
���	 � 
�	�����	�����	�	 	
���	�����
�	������	� ���������

�����	�	����� �	������������� �����������
��������	
������	�	

���� !�"�#$%&�' !�&()*+$+

��!$�,� ��+$��+�&�

������ �� �	�
�� �	
���
���	�
��)- %+(�$.+ /�,��� !�"�& /�

��0.�' � /1 , �� ����

�



��� 	���
 �������

����#� 2 +$ ,�� /$, -+. %+$'� �$+ ��#$%&�- ,�",�3 +&� �)- %+(�$.+ / �.$/�
. 1  +�$)$.�- ,��� !�"�#$%& 1 !�&()*+$+� �����  3(#�45�6%- 2 .�2,�/)$.�4
2 �1 + /&� 	��
�� � ��"�&� � 2 %2$7��)*. %+-� ���	�� � ���� !�"�&� � 8)$&+, �
.�&�� ������ � �.! ,��7� ..9$ %�%+$�9 �/ ,��� !�"�&$ � +$)$& ��(.�&�7�-6��
��0.�' � /1 , �� �"������ �������� 3�#$/%& 1 � ���� 1�

� �$+ ��#$%& ' ,�",�3 +&$ % 3,�.9 "���#� 2  %. /.9� ,�"�$)�� +$ ,�� /$, �
-+. %+$'� #�+�$�9� .� ,��� !�"�#$%& � !�&()*+$+$ ����� ��0�9' ,�"�$) .�#��
.�$+%- % +$ ,$+�#$%& 1 //$�$.�-� 1�$ %  35�4+%- .$ 36 ���9$ �)- ,$:$.�- "���#
%/$�$.�-� � & .7$ "���#.�&� �)- 3 )*:�.%+/� "���# (&�"�.9  +/$+9�


 �1 + /)$.� / ,��&�6 2, 1,���9 ��.+$1,�7�-��

� %+�/�+$)�� ��/,�)�. �.�+ )�' ��� !$$/�#�
�(3& / �)$&%�.�, �)$&%�.�, /�#�

�$7$."$.+9� �$&��,$/ ����
� ,�. ����

� .%()*+�.+ 2 2,�&)��.9� �%2$&+�� +$ ,�� /$, -+. %+$'� ��!����.�� %�.�%� �����
�, �7&�' ����







������	���

��%+ -5�' %3 ,.�& 2,$�.�".�#$. �)- %+(�$.+ /�,��� !�"�& / � +$��+�#$%&� % �
 +/$+%+/($+ 2)�.( 2,�&+�#$%&�6 "�.-+�' 2 +$ ,�� /$, -+. %+$'� 2, / ���96 .�
/+ , � &(,%$ ,��� !�"�#$%& 1 !�&()*+$+� �����

�%$ "���#� %1,(22�, /�.9 / ,�"�$)9� ��$.($�9$ "�.-+�-��� ��%+* "���# &��
0� 1 ,�"�$)�  +/ ��+%- .� ,$:$.�$ / &)�%%$� #�%+* � / &�#$%+/$ � ��:.$1 "����
.�-� �, �$ + 1 � ,-� "���# 2 /9:$.. ' %) 0. %+� ,�%%#�+�. .� �%2 )*" /�.�$ /
�+ 1 / ' � ��:.$' & .+, )*. ' ,�3 +$�

��0�9' ,�"�$) %3 ,.�&� 2,$�/�,-$+%- &,�+&��� +$ ,$+�#$%&��� %/$�$.�-�� �
.$ 36 ���9�� ! ,�()���� � & .7$ "���#.�&� �)- 3 )*:�.%+/� "���# (&�"9/�4+%-
 +/$+9�

�  %. /( %3 ,.�&� 2 ) 0$.� �$+ ��#$%&�- ,�",�3 +&� �����#� 2 +$ ,�� /$, �
-+. %+$'� ��+$��+�#$%& ' %+�+�%+�&$ � +$ ,�� %)(#�'.96 2, 7$%% /��% %+�/�+$)��
������/,�)�.� 	����$2�.� ��
����,. /�� �"������ �����

�&�0$� .$& + ,9$ (%) /.9$  3 ".�#$.�- � % &,�5$.�-� ��$45�$%- / +$&%+$�
�(.&7�- ,�%2,$�$)$.�- /%4�(  3 ".�#�$+%- F�� %)$�(45�$  3 ".�#$.�-� f�� ��� ��

2,��$.-4+%- %  +/$+%+/$.. �)- 2) +. %+� ,�%2,$�$)$.�-� 6�,�&+$,�%+�#$%& ' �
2, �"/ �-5$' !(.&7��� �.��&�+ ,.�- !(.&7�- �. 0$%+/� A  3 ".�#�$+%- �A �x� �

�A �x� �

�
�� x � A

�� x �� A

������
� #�%+. %+�� � �x� � ������ �x� � � &,�5$.�- %�/�� !�,� � 6�!�  ".�#�4+� %  +/$+�

%+/$.. � �%)(#�'.�- /$)�#�.��� �!(.&7�- ,�%2,$�$)$.�-� � �6�,�&+$,�%+�#$%&�-
!(.&7�-��

�



��.-+�$ �

���	���	���	� 
�	��������	� ������������ �
��	����������� �
	�	
� ������� ���	���	����

��+$��+�#$%& ' � �$)*4 %+�+�%+�#$%& 1 8&%2$,��$.+� %)(0�+ .�3 , ��� F� P ��
.�"9/�$�9' /$, -+. %+.9� 2, %+,�.%+/ �� ��$%* ���. 0$%+/ �2, %+,�.%+/ � /%$6
/"��� �%&)4#�45�6 �%6 � / �%)(#�$/� 8)$�$.+�,.96 % 39+�'� � 8&%2$,��$.+�� F �
�. 0$%+/ ����)1$3,�� /%$6 % 39+�' � .�3)4��$�96 2 ��. 0$%+/ ��� P � F � ��� ��
� !(.&7�- �/$, -+. %+.�- �$,��� ".�#$.�$ & + , ' P �A� .� % 39+�� A $%+* /$, -+�
. %+* 8+ 1 % 39+�-�

� 39+�$� .�"9/�$+%- /%-&�' !�&+� /92 ).$.�$ ��)� .$/92 ).$.�$� & + , 1 2,�
&�0� � �%29+�.��  �. ".�#. !�&%�,($+%- / (%) /�-6 ��.. 1 8&%2$,��$.+�� �4�
3 $ % 39+�$ � 0$+ 39+*  + 0�$%+/)$. % �. 0$%+/ � +$6 �3)�1 2,�-+%+/(45�6
$�(� �%6 � / �� 2,� & + ,96  . 2, �%6 ��+�

�)�%%�#$%&�- %6$�� +$ ,�� /$, -+. %+$' 2,$�2 )�1�$+ /92 ).$.�$ %)$�(45�6
�/(6 (%) /�'� �� 2, %+,�.%+/ � % %+ �+ �" & .$#. 1 #�%)� 8)$�$.+�,.96 % 39�
+�'� � � f��� ��� � � � � �ng� 3� %���$+,�- (%) /�' 8&%2$,��$.+� .$ 2 "/ )-$+ /9�$�
)�+* .�  ��. �" �%6 � /� � 8+ � %)(#�$ /$, -+. %+* % 39+�- A � f�i�� �i� � � � � � �ikg�
.�%#�+9/�45$1 k �%6 � /�  2,$�$)-4+  +. :$.�$� P �A� � k�n�

� 1$ �$+,�#$%& ' %6$�$ 2, %+,�.%+/ �,�/. / "� 0.96� �%6 � / �%��/9:$� �
 + 0�$%+/)-$+%- %  3)�%+*4 n��$,. 1 ,���. /� �. 1  3,�"�- % �$+,�#$%&�� +$.�
" , � gij� ��$45$' & .$#.9' ,���. /%&�'  3;$� V ��� �

R
�

q
det kgijkdx� � � � dxn� �$�

, -+. %+* % 39+�- A � �  2,$�$)-$+%-  +. :$.�$� P �A� � V �A� �V ����
� #$+�.�$� ��" n 8)$�$.+ / 2 k� .�"9/�$+%- /%-& $ k�8)$�$.+. $ 2 ��. 0$%+/ 

�,�"�$5$.�$� � /%-& $ (2 ,-� #$.. $ k�8)$�$.+. $ 2 ��. 0$%+/ � n�8)$�$.+. 1 
�. 0$%+/�� 	35$$ #�%) / "� 0.96 % #$+�.�' Ck

n � n��k� �n� k��� ,�"�$5$.�' �
Ak
n � k�Ck

n� �)- n� %2,�/$�)�/� �%��2+ +�#$%&�- ! ,�()� n� � p

	nnne�n 2,�

n���

�� � &�"�+*� #+ �)- )4396 �/(6 % 39+�' A � B�

�a� A � B �	 �B � �A�

�b� AB � A� A � A
S
B�

�c� A � AB �	 A � B�

�d� A � A
S
B �	 B � A�

�e� A
S
B � �AnB�

S
B � �BnA�

S
A � �AnB�

S
�BnA�

S
�AB� �


� � &�"�+* %2,�/$�)�/ %+* %)$�(45�6 %  +. :$.�'�

�a�
S
i�I

Ai �
T
i�I

Ai�
T
i�I

Ai �
S
i�I

Ai �






�b� A
T�S

i�I
Bi

�
�
S
i�I

�A
T
Bi� � A

S�T
i�I

Bi

�
�
T
i�I

�A
S
Bi� �

�� ��  +,$"&$ �a� b� .�(��#( /93�,�4+%- �/$ + #&��

�a� � 39+�$ A� )$/�- + #&� 3)�0$ & b�#$� & a�

�b� � 39+�$ B� ,�%%+ -.�$ �$0�( + #&��� 3 )*:$ �b� a� �
�

�c� � 39+�$ C� 2,�/�- + #&� 3)�0$ & )$/ '�#$� & b�

�9-/�+* 2�,9 .$% /�$%+.96 % 39+�'�


� �(�. ��$$+  �. ,()$/ $ (%+, '%+/ � �/� & +)� � #$+9,$ +(,3�.9� �9,�"�+*
% 39+�- D � �D� 1�$ % 39+�$ D  3 ".�#�$+ !�&+ (2,�/)-$� %+� %(�.�� / /��$
3()$/96 & �3�.�7�' % 39+�'� A ��%2,�/$. ,()*�� Bi ��%2,�/$. i�' & +$)� i �
�� 
�� Cj ��%2,�/.� j �- +(,3�.�� j � �� 
� �� 
��

	� ��%%��+,�/�$+%- 8&%2$,��$.+ % n�&,�+.9� 2 �3,�%9/�.�$� %���$+,�#. ' � �
.$+9� 
 %+, �+* /$, -+. %+. $ 2, %+,�.%+/ �  +/$#�45$$ 8+ �( 8&%2$,��
�$.+(� ��'+� /$, -+. %+� /92��$.�- � ,)��� �� k ,�"� 3� .$ �$.$$ k ,�"�
��%%� +,$+* %)(#�' k � �n�
� 2,� 3 )*:�6 n�

�� �93,�..�- �" 2 ). 1 & �2)$&+� & %+* � ��.  &�"�)�%* .$ �(3)$�� ��'+� /$�
, -+. %+* + 1 � #+ /+ ,(4 .�(��#( /"-+(4 & %+* � 0. 2,�%+�/�+* & 2$,/ '�

�� 
, :$.9 +,� � .$+9� ��& /� /$, -+. %+* + 1 � #+ /92��(+ , /. �/� 1$,3��

�� � (,.$ � 3$)96 � � #$,.96 :�, /� ��& /� /$, -+. %+* + 1 � #+ /9.(+9$
.�(1�� �/� :�,�  &�0(+%- ,�". 7/$+.9���

�� �� &.�0. ' 2 )&$ %+ -+ �� &.�1� ��& /� /$, -+. %+*� #+ +,� .(0.9$ ���
&.�1�  &�0(+%- %+ -5��� ,-� ��

��� �/ $ ,�"91,9/�4+ �2$)*%�. 2(+$� �/93,�%9/�.�-� &�0�9� �" �1, & / 2�)*�
7$/ .�  �. ' ,(&$ � 2 %)$�(45$1 %(���, /�.�- �6 & )�#$%+/�� 	��.�& /9
)� /$, -+. %+� #$+. 1 � .$#$+. 1 & )�#$%+/� �/93, :$..96� 2�)*7$/�

��� 	2,$�$)�+* /$, -+. %+* + 1 � #+ %$,�- .�(��#( /93,�.. '  3)�1�7�� .$ % �
�$,0�+  ��.�& /96 7�!,� $%)� . �$, %$,�� � 0$+ 39+* )439� 2-+�".�#.9�
#�%) �� .�#�.�- % ������

�
� � 8!�,  �. /,$�$.. /96 �-+ 
n ,��� )43�+$)$'� 2,�#$� n , %%�'%&�6 � n
"�,(3$0.96� ��& /� /$, -+. %+* 2 ). 1 �$0�(.�, �. 1 ���) 1��

��� ��'+� /$, -+. %+* + 1 � #+ 2,� �"/)$#$.�� �" 2 ). ' & ) �9 n �1,�)*.96
&�,+ /%$  .�  &�0(+%- ,�".96 ".�#$.�'�

	



�
� �+(�$.+� 2,�%(+%+/(45�' .� "�.-+��� ".�$+ /+ , ' / 2, % �" +,$6� "���..96
2,$2 ��/�+$)$�� ��& /� /$, -+. %+* 2 )(#$.�- �� ��/ '&�� 2,�  2, %$� $%)�
/ &)�%%$ 
	 #$) /$&� 2 &�0� �( / 2, %( %2,�:�/�$+%- + )*&  ��. %+(�$.+ �
&�0�9' %+(�$.+ � 0$+ /9%+(2�+* + )*&  ��. ,�"�

�	� �� %/��*3( 2,�:) 
n 1 %+$'� 2,�#$�  ��.�& / $ & )�#$%+/ 0$.5�. � �(0�
#�.� � %+$' 2 %���)� "� &,(1)9' %+ )� ��& /� /$, -+. %+*� #+ &�0�9' �"
1 %+$' 3(�$+  &,(0$. )�7��� �,(1 1 2 )��

��� � "�)$� .�%#�+9/�45$� �n � k� �$%+� %)(#�'.9�  3,�" � "�.���4+ �$%+� n
#$) /$&� 	2,$�$)�+* /$, -+. %+* + 1 � #+ 3(�(+ "�.-+9  2,$�$)$..9$ m 
 n
�$%+�

��� �/ $ � 1 /�,�/�4+%-  /%+,$#$ / �.+$,/�)$ �$0�( �
 � �� #�%��� �.- �/,$�-
� %& /%& $�� ��& /� /$, -+. %+*� #+  .� /%+,$+-+%-� $%)� � �$.+ 2,�6 ��
&�0� 1 ,�/. / "� 0$. / (&�"�.. � �.+$,/�)$ � /,$�$.�  0���.�- �6 ,�/.9
%  +/$+%+/$.. 
� � 
�� ��%%� +,$+* %)(#��� �� 
� � 
� � 	 ��.�� 3� 
� � � #�%��

� � 	 ��.�

��� �� &)$+#�+(4 2) %& %+* % ,�"�$, � &)$+&� d .�(��#( 3, %�$+%- � .$+� ,���(%�
r �
r � d�� 	2,$�$)�+* /$, -+. %+* + 1 � #+ � .$+� .$ 2$,$%$#$+ .�  �.(
�" )�.�'�

��� � 7$.+ � 0$+ � 3,�+*%- � �.%+�+(+� .� +,��/�$� �/�1�-%* / )43 � .�2,�/)$�
.�� & )*7$/ 1 ��,:,(+�� �/�0$.�$ /  3 �6 .�2,�/)$.�-6 2, �%6 ��+ %+, 1 
2 ,�%2�%�.�4 % �.+$,/�) � / 	 ��.(+� �$,. )�� #+ /$, -+. %+* 2 $6�+*
.�)$/ ( � 7$.+�� .$  +)�#�45$1 %- 2(.&+(�)*. %+*4� ,�/.� ��	�


�� ��& $ %  +. :$.�$ �$0�( ,���(% � R � + )5�. 'H � )0.� ��$+*  �. , �.�-
7�)�.�,�#$%&�- :�'3�� #+ 39 /$, -+. %+* $$ 2��$.�- .� ,$3, ,�/.-)�%* ����


�� ��'+� /$, -+. %+* + 1 � #+ �" +,$6 .�(��#( /"-+96  +,$"& / % �)�.���� .$
2,$/9:�45��� �)�.( $��.�#. 1  +,$"&�� � 0. % %+�/�+* +,$(1 )*.�&�



� ��  &,(0. %+� .�(��#( /93�,�4+%- +,� + #&� A�B�C� ��& /� /$, -+. %+*
+ 1 � #+ +,$(1 )*.�& ABC  %+, (1 )*.9'�


�� ��'+� /$, -+. %+* + 1 � #+ & ,.� &/��,�+. 1 (,�/.$.�- x� � 
ax � b � �
/$5$%+/$..9� $%)� ".�#$.�- & 8!!�7�$.+ / a� b ,�/. / "� 0.9 / &/��,�+$
�� 
 a 
 ���� 
 b 
 ��



� ��  +,$"&$ AB �)�.9 L .�(��#( 2 %+�/)$.9 �/$ + #&� M � N � 	2,$�$)�+*
/$, -+. %+* + 1 � #+ �)�.9 &�0� 1 �" +,$6  3,�" /�/:�6%-  +,$"& / .$ 2,$�
/ %6 �-+ "���.. ' /$)�#�.9 � �L�� � � � L��

���	��

��.-+�$ �

�



�� A � B� B � C�

	� �� Ck
n�


n� P �n���
n �

q

�	n� 3�

nP
i�k

Ci
n�


n � ��
 2,� k � �n�
����

�� 
���
�� ����
�� ���	�
�� ���	�
��� �$+�
��� � ����
�
� 
n �n��� � �
n���
��� 
nCn

�	�C
n

� 2,� n 
 ��� � 2,� n 
 ���

�
� �����
�	� n�� �
n�� �
n� ������
��� Cm

n C
n�m
n�k�m�C

n
n�k�

��� ��
h
��� 
��T �

� � ��� 
��T �
�
i
�
�

��� ��� 
r�d���
��� �$+�

�� H � R�

p

�


�� ��	�


� ��
�

�� 
���


� ����L� ��� 2,� L�� � � 
 L�
� �� � ��� ��L�� 2,� L�
 
 � � L�

�



��.-+�$ 


���������	���� ���	���� ���	���	���

�)(#�'.9$ % 39+�- A �B .�"9/�4+%- .$"�/�%��9��� $%)� P �AB� � P �A�P �B� �
�%) /. ' /$, -+. %+*4 % 39+�- A �2,� (%) /��� #+ 2, �%6 ��+ % 39+�$ B�

P �B� 
 �� .�"9/�4+  +. :$.�$

P �A j B� �
P �AB�

P �B�
�

<+ ,�/$.%+/ � 0. "�2�%�+* / /��$ ! ,�()9 (�. 0$.�- /$, -+. %+$' P �AB� �
P �B�P �A j B��  3 35$.�$� & + , ' .� %)(#�' n % 39+�' %)(0�+ ! ,�()�

P

�
n�

k��

Ak

�
� P �A��P �A� j A��P �A	 j A�A�� � � � � � P �An j A� � � � An��� �

%2,�/$�)�/�- 2,� P �A� � � � An��� 
 ��
�$, -+. %+* %(��9 % 39+�' A � B

P
�
A
�
B
�
� P �A� � P �B�� P �AB� �

�$, -+. %+* %(��9 n % 39+�' .�6 ��+%- 2 ! ,�()$

P

�
n�

k��

Ak

�
�

nX
k��

P �Ak��
X
��k

X
�l�n

P �AkAl� � � � �� ����n P

�
n�

k��

Ak

�
�

�� 
, /$,*+$� #+ !(.&7�- �. 0$%+/� P� ��� � P �� j B�  3)���$+ /%$�� %/ '%+/���
/$, -+. %+��


� � 39+�- A � B .$"�/�%��9� 
(�(+ )� .$"�/�%��9�� % 39+�-� a� A � �B� 3�
�A � �B �

�� �9-%.�+$� &�& %/-"�.9 �$0�( % 3 ' %/ '%+/� .$"�/�%�� %+� � .$% /�$%+. %+�
�/(6 % 39+�'�


� �+(�$.+ 2,�:$) .� 8&"��$.� ".�- )�:* 
� �" 
	 / 2, % /� <&"��$.�+ , "���)
%+(�$.+( � / 2, %�� �%2 )*"(- 2 .-+�$ (%) /. ' /$, -+. %+�� .�'+� /$, -+�
. %+* + 1 � #+ %+(�$.+ ".�$+ /%$ "���..9$ / 2, %9� ��'+� +( 0$ /$, -+. %+*�
�%2 )*"(- &)�%%�#$%& $  2,$�$)$.�$ /$, -+. %+��

	� �3 .$.+ "�39) 2 %)$�.44 7�!,( . �$,� +$)$! .� � 2 + �( .�3�,�$+ $$ .�(1���
��& /� /$, -+. %+*� #+ $�( 2,��$+%- "/ .�+* .$ 3 )$$� #$� / +,� �$%+��

�� �" 2 ). ' & ) �9 &�,+ �	
 )�%+�� /9.���$+%-  �.� &�,+�� ��%%��+,�/�4+%-
% 39+�-� A � 2 -/)$.�$ +("�� B � 2 -/)$.�$ &�,+9 &,�%. ' ��%+�� C � 2 -/)$.�$
3(3. / 1 +("�� D � 2 -/)$.�$ �$%-+&�� ��/�%��9 �)� .$+ %)$�(45�$ 2�,9
% 39+�'� �� A � B� 3� A � C� /� B � C� 1� B � D� �� C � D �

�



�� 	29+ % %+ �+ / 2 %)$� /�+$)*. � 3, %�.�� �/(6 � .$+� ��%%��+,�/�4+%- % �
39+�-� A � /92��$.�$ 1$,3� .� 2$,/ ' � .$+$� B � /92��$.�$ 6 +- 39  �. 1 
1$,3�� C � /92��$.�$ 6 +- 39  �. ' 7�!,9� D � /92��$.�$ 1$,3� .�  �. '
� .$+$� 	2,$�$)�+* 2(+$� /9#�%)$.�- (%) /.96 � 3$"(%) /.96 /$, -+. %+$'
"�/�%��9 �)� .$+ %)$�(45�$ 2�,9 % 39+�'� �� A � C� 3� B � C� /� A �
D� 1� B � D�

�� � )- �%#�%+)�/96� 3�)$+ / / 2 ). ' &�+(:&$ p � �� �	�� ��& /� /$, -+. %+*
��$+* 6 +- 39  ��. +�& ' 3�)$+ �" �/(6 &(2)$..96� $%)�� �� 3�)$+9 % %$�.�$�
3� 3�)$+9 % ,�".96 ,$'% /�

�� �& )*& ,�" .(0. 3, %�+* �1,�)*.(4 & %+*� #+ 39 2 -/)$.�$ 6 +- 39  �. '
:$%+$,&� ��$) /$, -+. %+*� �� 3 )*:(4 ��	� 3� 3 )*:(4 ����

��� � &�"�+*� #+ �" (%) /�-

P
�
B j �A

�
� P �B j A�

%)$�($+ .$"�/�%�� %+* % 39+�' A � B�

��� ��.9 +,� 2 2�,. .$"�/�%��96 % 39+�-� & + ,9$ .$ � 1(+ 2, �" '+�  �. /,$�
�$.. � 	2,$�$)�+* ��&%���)*. / "� 0. $ ".�#$.�$ /$, -+. %+� %(��9 8+�6
% 39+�'�

�
� ��"9%&�/�- %2$7��)*.(4 &.�1(� %+(�$.+ ,$:�)  3 '+� +,� 3�3)� +$&�� �)-
&�0� ' 3�3)� +$&�  ��.�& / /$, -+. � $%+* &.�1� / $$ ! .�$ �)� .$+� � + �
%)(#�$� & 1�� &.�1� ��$$+%- / ! .�$�  ��.�& / /$, -+. � /"-+�  .� #�+�+$)$�
�)� .$+� �+ 3 )$$ /$, -+. � � %+�.$+ %+(�$.+ &.�1( �)� .$+� $%)� �"/$%+. �
#+ ! .�9 3�3)� +$& & �2)$&+(4+%- .$"�/�%�� �,(1  + �,(1��

��� 	2,$�$)�+* /$, -+. %+* + 1 � #+ .�(��#( /93,�.. $ 7$) $ 2 ) 0�+$)*. $ #��
%) .$ �$)�+%-� �� .� .� 
� .� .� �� 3� .� 
 � .� ��

�
� � %/-"&$ �" n &)4#$' + )*&  ��. 2 �6 ��+ & %$&,$+$,(� �)4#� 2 %)$� /��
+$)*. 2 �3�,�4+ � +$6 2 ,� 2 &� .$  3.�,(0�+ .(0.9' &)4#� ��'+� /$, �
-+. %+* + 1 � #+ %$&,$+$,  +&, 4+ k�� &)4# ��

�	� � (,.$m 3$)96 � n #$,.96 :�, /� �" (,.9 /9.���4+ 
k :�, / �
k � m� 
k � n��
��'+� /$, -+. %+* + 1 � #+ %,$�� .�6 3(�$+ 3 )*:$ 3$)96� #$� #$,.96�

��� ������ ��������� 	2,$�$)�+* /$, -+. %+* + 1 � #+ .�2�%�..�- .�(��#(
2, %+�- �, 3* m�n .$% &,�+����

��� � &�"�+* ����������� 	�

�� �)- 
A�B�C � F

P �AB� 
 P �AC� � P
�
B �C

�
�

�



��� ���� ) &�7� ..�- %+�.7�- /$�$+ .�3)4�$.�$ "� k  3;$&+���� �� /,$�- .�3)4�
�$.�- i�+9'  3;$&+ � 0$+ 39+* 2 +$,-. % /$, -+. %+*4 pi �i � �� 
� � � � � k��
��'+� /$, -+. %+* %)$�(45�6 % 39+�'� A � .�  ��.  3;$&+ .$ 3(�$+ 2 +$,-.�
B � 3(�$+ 2 +$,-. .$ �$.$$  �. 1  3;$&+�� C � 3(�$+ 2 +$,-. .$ 3 )$$  �. 1 
 3;$&+��

��� 
(%+* % 39+�- A�� A�� ���� An .$"�/�%��9 / % / &(2. %+� � P �Ak� � pk� � �
&�"�+*� #+ /$, -+. %+* 2 -/)$.�- 6 +- 39  �. 1 �" % 39+�' A�� A�� ���� An

3 )*:$
nP

k��

pkZ
�

e�xdx�


�� �, $ �1, & / 2  #$,$�. 3, %�4+ � .$+(� �9�1,9/�$+ + +� ( & 1 ,�.*:$
/92��$+ �1$,3�� 	2,$�$)�+* /$, -+. %+� /9�1,9:� �)- &�0� 1 �" �1, & /�


�� � &�"�+*� #+ $%)�
nT
i��

Ai � B� + 

P �B� � � �
nX
i��

P �Ai�� n�



� �%2�,�.+ .�2�%�) n 2�%$� � / %2$:&$ "�&)$�) & ./$,+9� .$ 2 �2�%�/ �6�
�$ ��$- %,$�%+/ .� 2,� 3,$+$.�$ . /96 & ./$,+ /�  . ,$:�) 2 �2�%�+* & .�
/$,+9 �.� �/ %*�� ��& /� /$, -+. %+*� #+ 6 +- 39  ��. ��,$%�+ 2 )(#�+ %/ $
2�%*� � 	7$.�+* 8+( /$, -+. %+* �)- 3 )*:�6 n�

��



���	��

��.-+�$ 



� �� ��� 3� ���

� 	����	�
	� ����
�� �� .$+� 3� ��� /� ��� 1� .$+� �� ���
�� �� ��� 3� ��� /� .$+� 1� ���
�� �� 
p� 3� 
p� p��
�� �� n 
 �� log� ���
� � 3� n 
 �� log
 ���
��
��� ��
�
�
� 
 )$$ /$, -+. � #+ � %+�.$+�
��� �� ���� 
� 	���
�
� ��n�

�	�
k��P
i��

C�k�i
m Ci

n�C
�k
m�n�

��� P �
�
�� �

��

� �
�� �

	�

� �
�� �


�

� �
�� �

��

�
� � � � � ��	��


�� 
��� 
��� ����



�
nP

k��
����k�� �k�� �� ��e � ���� 2,� n���

��



��.-+�$ �

�	����� 
	��	� ���	���	���� �	����� 
������
�=��� ����������= ��
������

� .$#.9' .�3 , % 39+�' fH�� H�� � � � � Hng .�"9/�$+%- 2 ). ' 1,(22 '� $%)� ��
H�

S
H�

S
� � �
S
Hn � �� 
� Hi

T
Hj � � 2,� i �� j�

�%)� fH�� H�� � � � � Hng � 2 ).�- 1,(22� % 39+�' � P �Hi� 
 �� 
i� + �)- )43 1 
% 39+�- A ��$$+ �$%+ ! ,�()� 2 ). ' /$, -+. %+�

P �A� �
nX
i��

P �Hi�P �A j Hi� �

�)- )4396 �/(6 % 39+�' A� B .$.()$/ ' /$, -+. %+� %2,�/$�)�/� ! ,�()� 
�'�
$%�

P �B j A� �
P �B�P �A j B�

P �A�
�

� #�%+. %+�� $%)� fH�� H�� � � � � Hng � 2 ).�- 1,(22� % 39+�' � P �A� 
 �� P �Hi� 

�� 
i� + 

P �Hi j A� �
P �Hi�P �A j Hi�

P �A�
�

P �Hi�P �A j Hi�
nP

j��
P �Hj�P �A j Hj�

�

� +$ ,$�� 
�'$%�� 
 %)$�.-- ! ,�()� 2 "/ )-$+ .�'+� �2 %+$,� ,.9$ �2 %)$ 29+�
.9$� /$, -+. %+� P �Hi j A� 1�2 +$"Hi #$,$" �6 �2,� ,.9$ ��  29+.9$� /$, -+. %+�
P �Hi� � (%) /.9$ /$, -+. %+� % 39+�- A 2  +. :$.�4 & 1�2 +$"�� Hj�

�%)� 2, �"/ ��+%- n .$"�/�%��96  29+ / /  ��.�& /96 (%) /�-6� 2,�#$� &��
0�9'  29+ � 0$+ ��$+* k /"��� �%&)4#�45�6 �%6 � / A�� A�� � � � � Ak % /$, -+. �

%+-�� p�� p�� � � � � pk

�
kP

j��
pj � �

�
� + /$, -+. %+* + 1 � #+ / m�  29+�6 2 -/�+%- % �

39+�$ A�� / m�  29+�6 � % 39+�$ A� � +���� / mk  29+�6 � % 39+�$ Ak

�
kP
i��

mi � n

�

/9,�0�$+%- ! ,�() '

Pm��m������mk
n �
n�

m��m�� � � �mk�
pm�

� pm�

� � � � pmk

k �

� #�%+. � %)(#�$ �/(6 �%6 � / �% 39+�$ A 2 -/)-$+%- /  �. � �%29+�.�� % /$�
, -+. %+*4 p � .$ 2 -/)-$+%- % /$, -+. %+*4 q � �� p� 2 )(#�$� +�& .�"9/�$�(4
%6$�( �%29+�.�' 
$,.())�� � ,�()� �)- /$, -+. %+� 2 -/)$.�- % 39+�- A , /. 
m ,�" / n .$"�/�%��96 �%29+�.�- 2,� 3,$+�$+ /��

Pm
n � Cm
n p

mqn�m� m � �� �� � � � � n�

�� ��$4+%- �/�  ��.�& /96 -5�&� % :�,���� /  �. � 
 3$)96 � � #$,.9' :�,�
/ �,(1 � � � 3$)9' � 
 #$,.96 :�,�� ��(��#( /93�,�4+  ��. �" -5�& / �
/9.���4+ �" .$1 :�,� ��& /� /$, -+. %+*� #+ 8+ + :�, 3$)9' �

�





� � (,.$ n :�, /� 2,�#$� /%$ 2,$�2 ) 0$.�-  & )�#$%+/$ / .$' #$,.96 :�, /
,�/. /$, -+.9� 
 %)$� /�+$)*. �"/)$#$.9 k :�, /�  &�"�/:�$%- #$,.9���
��& /� /$, -+. %+*� #+ /%$ n :�, / / (,.$ #$,.9$� $%)� :�, 2 %)$ /9$�&��
��  2(%&�$+%-  3,�+. � 3�  3,�+. .$  2(%&�$+%-�

�� �" 2 ). 1 .�3 ,� & %+$' � ��. .�(1�� 3$,(+%- �/$ & %+�� ��'+� /$, -+. %+*
�%+9& /&�� 8+�6 & %+$'�


� �$, -+. %+* 2 %+(2)$.�- k /9" / / .� +$)$! ..(4 %+�.7�4 "� /,$�- t ,�/.�
Pk �t�� � )�#$%+/� /9" / / "� )439$ �/� % %$�.�6 2, �$0(+&� /,$�$.� .$"�/��
%��9� � %+�/�+* !(.&7� .�)*. $ (,�/.$.�$ �)-  2,$�$)$.�- !(.&7�� Pk �t��

, /$,�+*� #+ !(.&7�-�

Pk �t� �
��t�k

k�
e��t� � 
 �

%)(0�+ ,$:$.�$� 8+ 1 (,�/.$.�-�

	� �+(�$.+ .�2,�/)-$+%- .� )$&7�4 2 +$ ,�� /$, -+. %+$'� �$)�-  #$,$�. ' :�1
/ .�2,�/)$.�� �(��+ ,�� % /$, -+. %+*4 p �� % /$, -+. %+*4 � � p :�1�- /
2,-� 2, +�/ 2 ) 0. � .�2,�/)$.��� ��& /� /$, -+. %+*� #+  . 3(�$+ 2,��
%(+%+/ /�+* .� )$&7��� $%)� � �(��+ ,��  %+�$+%-� ��  ��. :�1� 3� n :�1 /�

�� ��'+� /$, -+. %+* + 1 � #+ ��� )��2 #$&� /"-+96 .�(��#( �" �����  &�0(+%-
�%2,�/.9��� $%)� #�%) .$2,�1 �.96 .� ���� :+(& ,�/. / "� 0.  + � � 	�

�� �" #�%$) �� 
� � � � � n  �. "� �,(1�� /93�,�4+ .�(1�� �/� #�%)�� ��& /� /$, �
-+. %+* + 1 � #+ ,�". %+* �$0�( 2$,/9� � /+ ,9� /93,�..9� #�%) � 3(�$+
.$ �$.*:$ m �m 
 ���

�� �" 2�,+�� / 	 �"�$)�' .�(��#( /"-+  �. �"�$)�$�  &�"�/:$$%- 3,�& /�..9��
��&�- 1�2 +$"�  & )�#$%+/$ 3,�& /�..96 �"�$)�' / 2�,+�� .��3 )$$ 2,�/� �
2 � 3.� �

�� � (%) /�-6 "���#� ���  2,$�$)�+* /$, -+. %+*  +%(+%+/�- 3,�& /�..96 )���
2 #$& / 2�,+�� �" ���� :+(&� $%)� %,$�� /"-+96 ��� /%$  &�"�)�%* �%2,�/.9���

��� �/� %+,$)&� .$"�/�%�� �,(1  + �,(1� % /$,:�4+ 2  �. �( /9%+,$)( /  35(4
��:$.*� �$, -+. %+* 2 2���.�- / ��:$.* �)- 2$,/ 1 %+,$)&� ,�/.� ���� �)-
/+ , 1 � ��
� 
 %)$ %+,$)*39 / ��:$.�  3.�,(0$.�  �.� 2, 3 �.�� ��& /�
/$, -+. %+*� #+ / ��:$.* 2 2�) 2$,/9' %+,$) & �

��� �, $  6 +.�& /  �. /,$�$.. /9%+,$)�)� 2 &�3�.(� . + )*&  �.� �" 2()*
2 2�)� / 7$)*� %,�"�/ &�3�.� .�2 /�)� ��'+� /$, -+. %+� + 1 � #+ "/$,* (3�+
2$,/9�� /+ ,9� � +,$+*��  6 +.�& �� $%)� /$, -+. %+� 2 2���.�- / 7$)* �)-
.�6 %  +/$+%+/$.. ,�/.9 ��
� ��
� ����

�
� �� /6 � ,��� ) &�7� .. 1 (%+, '%+/� % /$, -+. %+*4 p 2 %+(2�$+ %�$%* 2 �
)$". 1 %�1.�)� % 2 �$6 '� � % /$, -+. %+*4 ��� p� � + )*&  �.� 2 �$6�� �%)�

��



2 %+(2�$+ 2 )$".9' %�1.�) % 2 �$6 '� + (%+, '%+/ ,$1�%+,�,($+ .�)�#�$
&�& 1 �+ %�1.�)� % /$, -+. %+*4 p� �/$, -+. %+* 2, 2(%&� 7$)� � ��� p����
$%)� + )*& 2 �$6�� + % /$, -+. %+*4 p� �) 0.�- +,$/ 1��� �"/$%+. � #+ 
(%+, '%+/ "�,$1�%+,�, /�) .�)�#�$ &�& 1 �+ %�1.�)�� ��'+� /$, -+. %+*
+ 1 � #+ / / "�(5$.��� 2 %+(2�/:$� .� /6 � ,��� ) &�7� .. 1 (%+, '%+/��
�$'%+/�+$)*. ��$$+%- 2 )$".9' %�1.�)�

��� �+ /$, -+.$$ /9�1,�+* ( ,�/. %�)*. 1 2, +�/.�&��

�� +,� 2�,+�� �" #$+9,$6 �)� 2-+* �" / %*�� �

3� .$ �$.$$ +,$6 2�,+�' �" #$+9,$6 �)� .$ �$.$$ 2-+� �" / %*�� �

�
� 
,� 2$,$��#$ %  35$.�- /$, -+. %+* �%&�0$.�-  �. 1 ".�&� ,�/.� ���� ��& /�
/$, -+. %+* + 1 � #+ / %  35$.�� �" �� ".�& /� �� .$+ �%&�0$.�'� 3� , /. 
+,� �%&�0$.�-� /� .$ 3 )$$ +,$6 �%&�0$.�'�

�	� �$, -+. %+* 2 2���.�- / 7$)* 2,� &�0� � /9%+,$)$ ,�/.� ���� �& )*& .(0. 
2, �"/$%+� /9%+,$) /� #+ 39 .��/$, -+.$':$$ #�%) 2 2���.�' ,�/.-) %* 
��

��� 
, %+$':�' /�,��.+ �1,9 �%$,% � % %+ �+ / .�3,�%9/�.�� & )$7 .� & )9:$&�
�1, & 2 )(#�$+ � & )$7 � 3, %�$+ �6 � 2$,/ 1 2 2���.�-� ��'+� /$, -+. %+*
+ 1 � #+ 6 +- 39  �. & )*7  &�0$+%- .$�%2 )*" /�..9�� $%)� /$, -+. %+*
2 2���.�- 2,� &�0� � 3, %&$ ,�/.� ����

��� ��$$+%- N )(. &� 2 & + ,9� %)(#�'.9�  3,�" � ,�"3,�%9/�4+%-M :�,�& /�
��'+� /$, -+. %+* + 1 � #+ / ��..(4 )(.&( 2 2��$+ , /. k :�,�& /�

��� �1,�)*.�- & %+* 3, %�$+%- �� ,�"� ��'+� .��/$, -+.$':$$ & )�#$%+/ 2 -/)$�
.�' #�%)�  #& /� &,�+. 1 +,$��

��� �$, -+. %+* + 1 � #+ %+,$) & 2,�  �. � /9%+,$)$ 2 2��$+ / �-3) #& � ���
:$.�� ,�/.� ��
� � /  %+�)*.(4 #�%+* ��:$.� � ��	� ��'+� /$, -+. %+* + 1 �
#+ 2,� �� /9%+,$)�6 #$+9,$ 2()�  &�0(+%- / �-3) #&$� � 
 � /  %+�)*. '
#�%+� ��:$.��


�� ��+# "� "/�.�$ #$�2� .� ��,� 2 :�6��+�� �$0�( ,�/. %�)*.9�� / + /,$�-
1, %%�$'%+$,��� ��,2 /9� � ��%2�, /9�� �1,�/:�'%- � :$%+� 2 3$�  �. 1 
�" (#�%+.�& / �.�#*� .$ / %#$+�� 39) 2,$&,�5$. 2,� %#$+$ 	 � � / 2 )*"( ��,�
2 /� //��( !�"�#$%& 1 �%+ 5$.�-  3 �6 2,$+$.�$.+ /� � &�& ' 2, 2 ,7��
%)$�($+ ,�"�$)�+* 2,�" / ' ! .� ��+#�� $%)� �9%)$.. %2, 1. "�, /�+* $1 
/ "� 0. $ 2, � )0$.�$ �

	�����

��.-+�$ �

�




�� ������


� �� nk�
nP
i��

ik� 3� Ck
n�

nP
i�k

Ck
i �

�� �����


� Pk �t � 
� �
kP
i��

Pi �t�Pk�i �
��

	� �� P� � ��� j
p� �j� �
 ��� p� � 3� Pn � �P��
n�

��

P

k��
C���

�����k��C
���
�����

�� �n�m� �n� ��m� �
n��
�� �%$ �"�$)�- � 3,�& /�..9$�

�� C���
�����


P
k��

C���
�����k�

��� ����
��� ����� ��
�� ���
�
�
� pp�� �p� � p �p� � p����
��� �� +,� 2�,+�� �" #$+9,$6� 3� .$ �$.$$ 2-+� 2�,+�' �" / %*���

�
� �� ������� � 3� C	
�� �����

	 ������ � /�
	P

k��
Ck

�� �����
k ��������k�

�	� 

 �)� 
	�
��� ��
��
��� Ck

M �N � ��M�k �NM �
��� 	�
��� ���
��

�� � � ��

�	



��.-+�$ 


��������� ��������


(%+* � � %)(#�'.�- /$)�#�.�� 2,�.���45�- .$ 3 )$$ #$� %#$+. $ #�%) �" �
)�, /�..96 / "� 0.96 ".�#$.�' c�� c�� � � � � cn� � � � % /$, -+. %+-�� P �� � ci� � pi�P
i��

pi � �� � 1�� � .�"9/�4+ ��%&,$+. ' %)(#�'. ' /$)�#�. '� � % / &(2. %+* /$, �

-+. %+$' fp�� p�� � � � � pn� � � �g � ,-� � ,�%2,$�$)$.�- 8+ ' /$)�#�.9�
�(.&7�- ,�%2,$�$)$.�- F� �x� %)(#�'. ' /$)�#�.9 �  2,$�$)-$+%- ,�/$.%+/ �

F� �x� � P f� � xg � x � ���

	.� .�"9/�$+%- �3% )4+. .$2,$,9/. '� $%)� %(5$%+/($+ !(.&7�- f� �x� +�&�-� #+ 

F� �x� �

xZ
��

f� �t� dt� x � ���

�)(#�'.�- /$)�#�.� � / 8+ � %)(#�$ .�"9/�$+%- .$2,$,9/. '� � f� �x� .�"9/�$+%-
2) +. %+*4 ,�%2,$�$)$.�- /$, -+. %+$' � �)� 2, %+ 2) +. %+*4 /$, -+. %+��


,��$, � .$2,$,9/. ' %)(#�'. ' /$)�#�.9 %)(0�+ 1�(%% /� �. ,��)*.�-� %)(�
#�'.�- /$)�#�.� % 2�,��$+,��� �a� ����

f� �x� �
�p

	�

exp

�
��x� a��


��

	
� x � ���

� � ' .$2,$,9/. ' %)(#�'. ' /$)�#�.9 .�"9/�$+%- /%-& $ #�%) � / & + , �
2) +. %+* f� �x� � %+�1�$+ %/ $1 ) &�)*. 1 ��&%��(��� �$���.� me .�6 ��+%-
�" %  +. :$.�- P f� 
 meg � P f� 
 meg�

�)- %)(#�'.96 /$)�#�. %�$:�.. 1 +�2�� !(.&7�- ,�%2,$�$)$.�- & + ,96 2,$��
%+�/��� / /��$ %(��9 Fg �x� � Fan �x�� 1�$ Fg �x� � &(% #. �2 %+ -..�- !(.&7�-� �
Fan �x� � �3% )4+. .$2,$,9/.�- !(.&7�-� // ��+%-  3 35$..�- 2) +. %+* /$, -+�
. %+�

f� �x� �
X
k

pk� �x� ck� � fan �x� �

1�$� ck � + #&� ,�",9/� !(.&7�� Fg �x� � pk � %&�#&� Fg �x� / 8+�6 + #&�6� fan �x� �
2) +. %+* Fan �x�� � �x� � �$)*+��!(.&7�- ��,�&��

�� 
 %+, �+* ,-� ,�%2,$�$)$.�- � !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- #�%)� 2 2���.�' �-�
# � / & ,"�.( 2,� #$+9,$6 3, %&�6� $%)� /$, -+. %+* 2 2���.�- 2,�  �. �
3, %&$ ,�/.� ����


� �/� 3�%&$+3 )�%+� 2  #$,$�. 3, %�4+ �-# 2 & )*7(� 2 &�  ��. �" .�6 .$
2 2��$+� 
(%+* �i � #�%) 3, %& / i�1 �1, &� �i � �� 
�� 
 %+, �+* !(.&7��
,�%2,$�$)$.�- �)- %)(#�'.96 /$)�#�. �� � ��� $%)� /$, -+. %+� 2 2���.�- �)-
�1, & / ,�/.9 %  +/$+%+/$.. ��
 � ����

��



�� �" 2�,+�� / 
	 �"�$)�'� %,$�� & + ,96 � 3,�& /�..96� /"-+9 � �"�$)�-� 
 �
%+, �+* ,-� ,�%2,$�$)$.�- � !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- #�%)� 3,�& /�..96 �"�$�
)�' / /93 ,&$�


� � %6$�$ 
$,.())� % 2�,��$+,��� n � p //$�$� %)(#�'.(4 /$)�#�.( �i � �)�+$)*�
. %+* %$,�� �.$(%2$6 /�� 2,$�:$%+/(45$' i� �( (%2$6(� �)-  2,$�$)$.. %+�
!�&+�/. $ �n � ��� $ �%29+�.�$ 3(�$� %#�+�+* (%2$:.9�� 	��.�& / )� ,�%�
2,$�$)$.9 %)(#�'.9$ /$)�#�.9 �i�

	� � &�"�+*� #+ $%)� F �x� � !(.&7�- ,�%2,$�$)$.�- .$& + , ' %)(#�'. ' /$)��
#�.9� + � !(.&7�� /���

�h�x� �
�

h

Z x�h

x
F �t�dt �h 
 ��

� 1(+ 39+* !(.&7�-�� ,�%2,$�$)$.�-�

�� 
(%+* � � .$2,$,9/.�- %)(#�'.�- /$)�#�.� % 2) +. %+*4 /$, -+. %+� f��x��
��'+� Pfa 
 � 
 bg� 1�$ �� 
 a 
 b 
 ���

�� � &�"�+*� #+ 2) +. %+* /$, -+. %+� f��x�  3)���$+ %)$�(45��� %/ '%+/����

�a� f��x� � � �)- 
x � ���

�b�
R
��
f��x�dx � � �(%) /�$ . ,��, /&���

�c�
��R
me

f��x�dx � ��
�

�� ��'+� 2) +. %+* /$, -+. %+�� �$���.( � � �9 .$2,$,9/. ' %)(#�'. ' /$)��
#�.9� ��$45$' !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- %)$�(45$1 /����

�a�

F� �x� �
x� a

b� a
� ��a�b� �x� � ��b��� �x� �

�b�
F� �x� � �a� b arcsin x� � ������� �x� � ������ �x� � a� b ��

�c�

F� �x� �

�
�� exp

�
� x�


��

	�
� � ��x� �

�d�
F� �x� � a� b arctan x� a� b ��

�� ��'+� !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�-� �$���.( � � �9 %)(#�'. ' /$)�#�.9� ��$45$'
2) +. %+* /$, -+. %+� %)$�(45$1 /����

��



�a�

f��x� �
�

� � x�
�

�b�
f��x� � �e��x � � �x� �

�c�
f��x� � � � �fa�jxj�bg �x� �

�d�

f��x� �
�p

	�

exp

�
��x� a��


��

	


,� &�&�6 � ��..9$ !(.&7�� �$'%+/�+$)*. -/)-4+%- 2) +. %+-�� /$, �
-+. %+� � ��& /� /$, -+. %+*� #+ j�j � � / &�0� � %)(#�$ �

��� ��%- � 
$+- � 1 / ,�)�%* /%+,$+�+*%- / 3�3)� +$&$ �$0�( �
 � �� #�%��� �.-�

,$�2 )�1�-� #+  .� 2,�6 �-+ .$"�/�%�� � ,�/. / "� 0. / +$#$.�$ 8+ 1 
#�%�� .�'+� !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- /,$�$.�  0���.�- ��%� 
$+$'�

��� �(.&7�- ,�%2,$�$)$.�- /,$�$.� � 3$" +&�". ' ,�3 +9 2,�3 ,� ��$$+ /��

F��t� �
�
�� e�t�T

�
� � �t�

�2 &�"�+$)*. $ ,�%2,$�$)$.�$�� ��'+� �$���.(� � �9 � 2) +. %+* /$, -+. %+�
�� ��& /� /$, -+. %+* 3$" +&�". ' ,�3 +9 2,�3 ,� / +$#$.�$ /,$�$.� T �
� &�"�+*� #+ � (� /)$+/ ,-$+ %)$�(45$�( (%) /�4  +%(+%+/�- 2 %)$�$'%+/�-

P ft � � � s j � 
 tg � P f� � s� tg � t � s�

� &�"�+*� #+ %,$�� /%$6 ,�%2,$�$)$.�' % .$2,$,9/. ' !(.&7�$' F��t�  +%(+�
%+/�$� 2 %)$�$'%+/�-  3)���$+ )�:* 2 &�"�+$)*. $�

���	��

��.-+�$ 



� �$+�

��� F� �t� �


��
�


�� t 
 �
�� � 
t� t�� �
� � � t 
 �

�� t 
 �

��������
��� P f� � Tg � ��e�

��



��.-+�$ 	

�	������� =������������� ��������= �������

��#�)*.9� � �$.+ � n�1 2 ,-�&� %)(#�'. ' /$)�#�.9 � .�"9/�$+%- ".�#$.�$
�.+$1,�)� �+�)+*$%�

�n � M�n �
Z
��

xndF� �x� � ���

��#�)*.9' � �$.+ 2$,/ 1 2 ,-�&� �� � M� . %�+ .�"/�.�$ ��+$��+�#$%& 1  0��
��.�- �)� %,$�.$1 ".�#$.�-�

�$.+,�)*.9� � �$.+ � n�1 2 ,-�&� /$)�#�.9 � .�"9/�4+ .�#�)*.9' � �$.+
n�1 2 ,-�&� 7$.+,�, /�.. ' %)(#�'. ' /$)�#�.9 � �M�

�n � M �� � ���
n �

Z
��

�x� ���
n dF� �x� � �
�

�$.+,�)*.9' � �$.+ 2$,/ 1 2 ,-�&� /%$1�� ,�/$. .()4� �� � �� � 7$.+,�)*.9'
� �$.+ /+ , 1 2 ,-�&� �� � M �� �M��� .�"9/�4+ ��%2$,%�$' %)(#�'. ' /$)��
#�.9 �  3 ".�#�4+ #$,$" D�� �$)�#�.� �� �

p
D�� ��$.($��- %,$�.$�&/��,�+�#.9�

 +&) .$.�$�� 6�,�&+$,�"($+ ,�"3, % ".�#$.�' %)(#�'. ' /$)�#�.9 �  +. %�+$)*. 
%,$�.$1 ".�#$.�-�

�.+$1,�)9 ��� � �
� �)- ��%&,$+. ' %)(#�'. ' /$)�#�.9 % ,-� � ,�%2,$�$)$.�-
ci j pi 2,�.���4+ /�� & .$#.96 %(�� �)� ,-� /�

�n �
X
i��

cni pi� �n �
X
i��

�ci �M��n pi

�,-�9 2,$�2 )�1�4+%- �3% )4+. %6 �-5���%-�� � �)- .$2,$,9/. ' %)(#�'. ' /$�
)�#�.9 % 2) +. %+*4 /$, -+. %+� f� �x� "�2�%9/�4+%- / /��$ �.+$1,�) / ����.��

�n �

�Z
��

xnf� �x� dx� �n �

�Z
��

�x�M��n f� �x� dx�

�)- %)(#�'. ' /$)�#�.9 %�$:�.. 1 +�2� .�#�)*.9$ � 7$.+,�)*.9$ � �$.+9
/9#�%)-4+%- 2 ! ,�()���

�n �
X
k

cnkpk �

�Z
��

xnfan �x� dx� �n �
X
k

�ck �M��n pk �

�Z
��

�x�M��n fan �x� dx�

�� 
, �"/ �-+%- .$"�/�%��9$ �%29+�.�- +,$6 �"�$)�'� /$, -+. %+�  +&�" / & + �
,96 ,�/.9 %  +/$+%+/$.. p�� p�� p	� � &�"�+*� #+ ��+$��+�#$%& $  0���.�$
#�%)�  +&�"�/:�6 �"�$)�' ,�/. p� � p� � p	�


� ��'+� ��+$��+�#$%& $  0���.�$ � ��%2$,%�4 #�%)�  #& /� /92���45�6 2,�
3, %�.��  �. ' �1,�)*. ' & %+��

��



�� �. 0$%+/ / "� 0.96 ".�#$.�' %)(#�'. ' /$)�#�.9 � % %+ �+ �" �/(6 #�%$)
a � b� �)- &�& 1 ,-�� ,�%2,$�$)$.�- /$)�#�.9 � ��%2$,%�- D� ��&%���)*.� �


� ��'+� ��+$��+�#$%& $  0���.�$ #�%)� /9�1,9:.96 ) +$,$'.96 3�)$+ / �"

� 2,� 3,$+$..96� $%)� /$, -+. %+* /9�1,9:� ,�/.� ���	�

	� �" % %(��� % �$,0�5$1 m 3$)96 � n #$,.96 :�, /� 2 %)$� /�+$)*. �"/)$�
&�4+ :�,9 � 2 -/)$.�- 3$) 1 :�,�� ��'+� ��+$��+�#$%& $  0���.�$ �
��%2$,%�4 #�%)� /9.(+96 #$,.96 :�, /� $%)� &�0�9' :�, 2 %)$ �"/)$#$.�-
/ "/,�5�$+%- / % %(��

�� �/+ ��+�#$%&�- )�.�- /92(%&�$+ 3,�& /�.. $ �"�$)�$ % /$, -+. %+*4 p� 
$,$�
.�)��&� )�.�� 2, �"/ ��+%- %,�"( 2 %)$ /92(%&� 3,�& /�.. 1 �"�$)�-� ��'+�
%,$�.$$ #�%) /%$6 �"�$)�'� �"1 + /)-$�96 �$0�( �/(�- 2$,$.�)��&����

�� �)(#�'.�- /$)�#�.� � 2,�.���$+ + )*& 7$)9$ .$ +,�7�+$)*.9$ ".�#$.�-� � �
&�"�+*� #+ 

M� �
�X
k��

P f� � kg �

$%)� M� � ���

�� �" (,.9� / & + , ' .�6 �-+%- �/� 3$)96 � +,� #$,.96 :�,�� /9.���$+%- %,�"(
�/� :�,�� ��'+� ��+$��+�#$%& $  0���.�$ � ��%2$,%�4 #�%)� 2 -/�/:�6%-
2,� 8+ � 3$)96 :�, /�

�� 
 .$& + , ' 7$)� 2, �"/ �-+ n .$"�/�%��96 /9%+,$) /� �$, -+. %+� 2 2����
.�- / 7$)* �)- 8+�6 /9%+,$) / ,�/.9 p�� p�� � � � � pn� �)- (2, 5$.�- /9#�%)$.�'
8+� /$, -+. %+� (%,$�.-4+� "��$.--  �. ' 2 %+ -.. '

�p �
�

n

nX
i��

pi�


 �p  2,$�$)-4+ ��+$��+�#$%& $  0���.�$ � ��%2$,%�4 #�%)� 2 2���.�'�
�2,�/$�)�/ )� +�& $ /9#�%)$.�$�

��� �$ +,�7�+$)*.�- %)(#�'.�- /$)�#�.� � ��$$+ !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- F� �x��
� &�"�+*� #+ $%)� M� %(5$%+/($+� + 

M� �

�Z
�

��� F� �x�� dx�

��� 	2,$�$)�+* (%) /�-� 2,� & + ,96 +,$+�' 7$.+,�)*.9' � �$.+ 3�. ���)*. '
%)(#�'. ' /$)�#�.9 ,�/$. .()4�

�
� � #&� A 3, %�$+%- .�(��#( /.(+,* &,(1� ,���(%� R� ��'+� 2) +. %+* /$, �
-+. %+� � ��+$��+�#$%& $  0���.�$ %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � ,�%%+ -.�-  +
+ #&� A � 7$.+,� &,(1�� %#�+�- ,�/. / "� 0.9� 2 2���.�$ + #&� / )43 $
�$%+ &,(1��


�



��� 
) +. %+* /$, -+. %+� %)(#�'. ' /$)�#�.9 � ��$$+ /�� �"�& . �,&%�.(%��

f� �x� � ��
�
	
p
a� � x�

�
� ���a�a� �x� �

��'+� ��%2$,%�4 %)(#�'. ' /$)�#�.9 ��

�
� 	1�3�45�- ("& 2 ) %. 1 . ,��)*. 1 :(�� � "���$+%- 2) +. %+*4 /$, -+. �
%+� �"�& . �8)$-�

f� �x� �
x

��
exp

�
� x�


��

	
� � �x� �

	��.�& / )� #�%+ /%+,$#�4+%- ".�#$.�- �� 3 )*:�$ � �$.*:�$ ��+$��+�#$�
%& 1  0���.�- M� �

�	� �3% )4+.�- /$)�#�.� %& , %+� � )$&() 1�"� � 2 �#�.-$+%- "�& .( ��&%/$))�

f� �v� �

h	

p
	
v�e�h

�v� � � �v� �

��'+� M� � D��

��� �.+$.%�/. %+* 1, " /96 ,�",-� / � �22, &%���,($+%- ) 1�,�!��#$%&� . ,�
��)*.9� ,�%2,$�$)$.�$�

f� �x� �
�

�x
p

	

exp

�
� �


��
�lnx� a��

	
� � �x� �

��'+� M� � D��

��� � �$.+ � k�1 2 ,-�&� %)(#�'. ' /$)�#�.9 �  +. %�+$)*. + #&� a .�"9/��
$+%- ".�#$.�$ �.+$1,�)� �+�)+*$%�

�k �a� �

�Z
��

�x� a�k dF� �x� �


,� &�& � a /+ , ' � �$.+ �� �a� 2,�.���$+ .���$.*:$$ ".�#$.�$ �

��� � &�"�+*� #+ �)- )43 ' %)(#�'. ' /$)�#�.9 �� ".�#$.�- & + , ' "�&)4#$.9
/  +,$"&$ �a� b�� ��$4+ �$%+ .$,�/$.%+/��

a 
 M� 
 b� D� 

�
b� a




��

�

�)- &�& 1 ,�%2,$�$)$.�- � %+�1�$+%- ,�/$.%+/ 

D� �

�
b� a




��

�


�



��� 
 %+ , .�� 2,-� 1 (1)� XOY %& )*"�+ & .7��� )�.$'&� AB �)�.9 l� "��
.���- %)(#�'. $ 2 ) 0$.�$ / !�&%�, /�..9' � �$.+ /,$�$.�� ��'+� ��+$�
��+�#$%& $  0���.�$ ,�%%+ -.�-  + .�#�)� &  ,��.�+ � )�.$'&�� %#�+�- /%$
".�#$.�- �3%7�%%9 � & .7� A )�.$'&� .�  %� OX ,�/. /$, -+.9���


�� 
(%+* �k �k�9' 7$.+,�)*.9' � �$.+ %)(#�'. ' /$)�#�.9 �� � &�"�+*� #+ 

���� � ��
	 � �	

��


�� �$, -+. %+* + 1 � #+ #�%+�7� .� (#�%+&$ 2(+� �l� l � dl� %+ )&.$+%- % �,(1 '
#�%+�7$' ,�/.� �dl� ��'+� !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- �)�.9 %/ 3 �. 1 2, 3$1�
�3$" %+ )&. /$.�'� �� � +�&0$ $$ ��+$��+�#$%& $  0���.�$ � ��%2$,%�4�

���	��

��.-+�$ 	


� ��	� �	��
�
�� P f� � ag � P f� � bg � ��
�

� 
�
	� n�m� n �n�m� �m��
�� ��p�
�� ���� �����
�� �2,�/$�)�/ �)- ��+$��+�#$%& 1  0���.�-� . .$ �)- ��%2$,%���
��� �	 � np ��� p� ��� 
p��
�
� f� �r� � �
r�R�� ����R� �r�� M� � 
R���
��� a��
�
�
� �$+�
�	� 
�

p
	h� ��	 � �� �
	h��

��� e���
���� e����

�
�
e�

� � �
�
�

��� a � M��
��� l���


�� F� �x� �
�
�� e��x

�
� � �x�� M� � ���� D� � �����







��.-+�$ �

��������� ����	�

�)(#�'.9� n��$,.9� /$&+ , � .�"9/�$+%- (2 ,-� #$..9' .�3 , n %)(#�'.96
/$)�#�. �� � f��� ��� � � � � �ng� "���..96 .�  �. � /$, -+. %+. � 2, %+,�.%+/$� �(.&�
7�- ,�%2,$�$)$.�- /$&+ ,� �� / + #&$ �x  2,$�$)-$+%- /$, -+. %+*4 % 39+�- ��x �
f��� � x�� � � � � � ��n � xn�g�

F�� ��x� � F������n �x�� � � � � xn� � P f�� � x�� � � � � �n � xng �

�%)� ��$$+ �$%+ 2,$�%+�/)$.�$� �)- 
�x � �n

F������n �x�� � � � � xn� �

x�Z
��

� � �

xnZ
��

f������n �t�� � � � � tn� dt� � � � dtn�

+ !(.&7�4

f�� ��x� �
�nF�� ��x�

�x� � � � �xn

.�"9/�4+ 2) +. %+*4 ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. 1 /$&+ ,� ���

,��$, � �/(�$,. 1 %)(#�'. 1 /$&+ ,� %)(0�+ . ,��)*.9' /$&+ , ��� �� %

2�,��$+,��� �a�� a�� �
�
�� �

�
� � r�� 2) +. %+* ,�%2,$�$)$.�- & + , 1 ��$$+ /��

f�	 �x� y� �

�
�


	����
p
�� r�

exp

�
� �


 ��� r��

�
�x� a��

�

��
�

� 
r �x� a�� �y � a��

����
�

�y � a��
�

��
�

�	
�

� ,,$)-7� ..�- ��+,�7� K � fKijg n��$,. 1 /$&+ ,� ��  2,$�$)-$+%- %)$�(4�
5��  3,�" ��

Kij � M ��i �M�i� ��j �M�j� � i� j � �� n�

���$+��� #+ ���1 .�)*.9$ 8)$�$.+9 ��+,�79 % /2���4+ % ��%2$,%�-�� %)(#�'�
.96 /$)�#�. ��� ��� � � � � �n� Kii � D�i � 2 8+ �( .$ +,�7�+$)*.9� � 8!!�7�$.+ �
& ,,$)-7�� %)(#�'.96 /$)�#�. � � � .�"9/�$+%- #�%) 

r�	 � K�	

���	
�

M �� �M�� �� �M��p
D�D�

�

�%)� r�	 � �� + %)(#�'.9$ /$)�#�.9 � � � .�"9/�4+%- .$& ,,$)�, /�..9���

�� �)(#�'.9' /$&+ , ��� �� ,�%2,$�$)$. 2 "�& .(

f�	 �x� y� �
a

� � x� � y� � x�y�
�


�



�a� ��'+� & 8!!�7�$.+ a�

�b� �/)-4+%- )� %)(#�'.9$ /$)�#�.9 � � � "�/�%��9�� �

�c� ��'+� /$, -+. %+* 2 2���.�- %)(#�'. ' + #&� ��� �� / &/��,�+ % (,�/.$�
.�-�� %+ , .� x � �� x � ��� y � �� y � ���


� ����.� �/(�$,.�- 2) +. %+* /$, -+. %+�

f�	 �x� y� �
c

�x� � y� � ��	

%)(#�'. 1 /$&+ ,� ��� ��� ��'+� 2 %+ -..(4 c�

�� �)(#�'.9' /$&+ , ��� �� ,�%2,$�$)$. ,�/. �$,. / &,(1$ ,���(%� R % 7$.+, �
/ .�#�)$ &  ,��.�+� � &�"�+*� #+ � � � "�/�%��9� . .$& ,,$)�, /�.9�


� �)(#�'.9' /$&+ , ���� ��� �	� ,�%2,$�$)$. ,�/. �$,. /.(+,� :�,� ,���(%� R�
��'+� /$, -+. %+* 2 2���.�- %)(#�'. ' + #&� ���� ��� �	� /.(+,* :�,�� & .7$.�
+,�#$%& 1 ��.. �(� % ,���(% � R�
�

	� <)$&+, ..9' )(# / &�.$%& 2$ 2 �/$,1�$+%- / "�$'%+/�4 %)(#�'. 1 %&�#& �
 3,�". 1 .�2,-0$.�- +�&��  3,�" �� #+ 2-+. .� 8&,�.$ "� $��.�7( /,$�$.�
2$,$�$5�$+%- .� $��.�#. $ ,�%%+ -.�$ 2�,�))$)*.  �. ' �"  %$' &  ,��.�+�
&�0�9' ,�" )�3 2, � )0�- 2,$0.$$ .�2,�/)$.�$ �/�0$.�-� )�3 �$.-- $1 .�
���� % /$, -+. %+-�� ���� ��'+� ��+$��+�#$%& $  0���.�$ ,���(%�/$&+ ,�
2-+.� �� �n� / � �$.+ n 2,� (%) /��� #+ �� ��� � ��� �� � �� ��� � ��� ���

�� � &�"�+*� #+ $%)� � � � %/-"�.9 )�.$'. ' "�/�%�� %+*4 � � a� � b� + 

r�	 �

�
�� a 
 �

��� a � �

������

�� �/(�$,.9' ��%&,$+.9' %)(#�'.9' /$&+ , �+�$� /$&+ ,� & �2 .$.+��� & + , 1 
%)(0�+ ��%&,$+.9$ %)(#�'.9$ /$)�#�.9� (� 3. "���/�+* +�3)�7$' /$, -+. �
%+$' $1 / "� 0.96 ".�#$.�'� ��.� +�3)�7� /$, -+. %+$' �)- % / &(2. %+�
�/(6 ��%&,$+.96 %)(#�'.96 /$)�#�. � � ��

�n� �� �
� ��
 	��

� ��� ���

��'+� & 8!!�7�$.+ & ,,$)-7�� r�	�

�� 
,$�2 ) 0��� #+ % /�$%+. $ ,�%2,$�$)$.�$ n %)(#�'.96 /$)�#�. +�& 1 � #+ 
& 8!!�7�$.+ & ,,$)-7�� �$0�( )439�� �/(�- �" .�6 ,�/$. �� � &�"�+*� #+ 

� � �

�� n
�







�� ��.9 �/$ .$"�/�%��9$ %)(#�'.9$ /$)�#�.9 � � �� �$)�#�.� � ,�%2,$�$)$.�
2 . ,��)*. �( "�& .( % 2�,��$+,��� ��� ��� � /$)�#�.� � � ,�/. �$,. .�
�.+$,/�)$ ��� ��� ��2�%�+* 2) +. %+* ,�%2,$�$)$.�- � !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�-
%)(#�'. 1 /$&+ ,� ��� ���

��� ����.� 2) +. %+* ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. 1 /$&+ ,� ��� ��

f�	 �x� y� �

�
sin �x� y� �
� �x� y� � D

�� �x� y� �� D

������
1�$ D � f�x� y� � x � ��� 	�
� � y � ��� 	�
�g� ��'+� ��+$��+�#$%&�$  0���.�-
� ��%2$,%�� % %+�/)-45�6 ����

��� �)(#�'.9' /$&+ , ��� �� ��$$+ 2) +. %+* ,�%2,$�$)$.�- f�	 �x� y�� �9,�"�+*
#$,$" 2) +. %+* f�	 �x� y� /$, -+. %+� % 39+�'� �� � 
 �� 3� � 
 j�j� /� j�j 
 ��
1� � � � 
 � � 2 %+, �+* 8+�  3)�%+� .� 1,�!�&$�

�
� �)(#�'.9' /$&+ , ��� �� ��$$+ 2) +. %+* ,�%2,$�$)$.�-

f�	 �x� y� �
�

	
exp

�
�x� � y�




	
�

	2,$�$)�+* /$, -+. %+� %)$�(45�6 % 39+�'� �� j�j � �� 3� � � �� /� � � j�j�
��� �)(#�'.�- /$)�#�.� � ��$$+ 2) +. %+* /$, -+. %+� f� �x�� � %)(#�'.�- /$)��

#�.� � %/-"�.� % .$' !(.&7� .�)*. ' "�/�%�� %+*4 � � ��� ��'+� !(.&7�4
,�%2,$�$)$.�- F�	 �x� y� % / &(2. %+� %)(#�'.96 /$)�#�. ��� ���

�
� �" 2 ). ' & ) �9 &�,+ �	
 &�,+9�  �. /,$�$.. �"/)$&�4+ �/$� ��%%��+,��
/�4+%- �/$ %)(#�'.9$ /$)�#�.9� � � #�%) /9.(+96 +(" /� � � #�%) /9.(+96
&�,+ &,�%. ' ��%+�� ��/�%��9 )� %)(#�'.9$ /$)�#�.9 � � ��

�	� ��.� +�3)�7� /$, -+. %+$' % / &(2. %+� �/(6 ��%&,$+.96 .$"�/�%��96 %)(�
#�'.96 /$)�#�. � � ��

�n� � �
� � �
� � �

��& / & )�#$%+/ .$"�/�%��96 8)$�$.+ / / ��.. ' +�3)�7$ �

��� 
(%+* &�0��- �" %)(#�'.96 /$)�#�. � � � 2,�.���$+ , /. �/� ".�#$.�-� � �
&�"�+*� #+ �" ,�/$.%+/� M ���� � M� �M� %)$�($+ .$"�/�%�� %+* � � ��

��� � &�"�+*� #+ & �2 .$.+9 �/(�$,. 1 . ,��)*. 1 /$&+ ,� ��� �� -/)-4+%-
. ,��)*. ,�%2,$�$)$..9�� %)(#�'.9�� /$)�#�.����

��� � &�"�+*� #+ .$ 36 ���9� � � %+�+ #.9� (%) /�$� .$"�/�%�� %+� %)(#�'�
.96 /$)�#�. �� �� ��$45�6 % /�$%+. $ . ,��)*. $ ,�%2,$�$)$.�$� -/)-$+%- �6
.$& ,,$)�, /�.. %+*�


	



���	��

��.-+�$ �

�� �� ��	�� 3� .$+� /� ��
�

� 
�	�

� ����

	� M�� �n� � ���
� � ��� ���n� � �� ����
�� ���

p
���

��� M� � M� � 	�
�D� � D� � �	� � �	 � �
� ����
�
� �� ��
� 3� ��
� /� ��
�

��� F�	 �x� y� �


��������
�������


�� �y � �� �
�
y 
 �� x � �py

�
xR

�py
f� �u� du� x� � y

p
yR

�py
f� �u� du� x 


p
y� y 
 �

�������������
�
� ���
�	� �/��


�



��.-+�$ �

���
��������� ������� 	� ��������= �������


(%+* �� � n��$,.9' %)(#�'.9' /$&+ , % �"/$%+. ' !(.&7�$' ,�%2,$�$)$.�- F�� ��x��
�� � �n � �m � "���..�- /$&+ ,�!(.&7�-� �(.&7�- ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. 1 /$&+ ,�
�� � ��

�
��
�
� 0$+ 39+* .�'�$.� %)$�(45��  3,�" ��

F�	 ��y� � F	����	m �y�� � � � � ym� � P
n
��

�
��
�
� y�� � � � � �m

�
��
�
� ym

o
�

�
Z

D��y�

dF�� ��x� �


���
��


P
�ck�D��y�

P
n
�� � �ck

o
� �)- ��%&,$+. 1 /$&+ ,�R

D��y�

f�� ��x� d�x � �)- .$2,$,9/. 1 /$&+ ,�

��������
1�$ D ��y� � f�x � �n � �� ��x� � y�� � � � � �m ��x� � ymg�

�%)� n � m� !(.&7�- �� ��x�  3,�+���� -& 3��.  3,�+. ' !(.&7�� D
�
��
�
�D ��y� �� �

.� �. 0$%+/$ 2 ). ' �$,9 �$3$1�� + / %)(#�$ .$2,$,9/. 1 /$&+ ,� �� % 2) +. %+*4
f�� ��x� 2) +. %+* /$, -+. %+� /$&+ ,� �� ��$$+ /��

f�	 ��y� � f��

�
�� ��y�

� ������
D
�
��
�

D ��y�

������ �
�  �. �$,. � %)(#�$ %2,�/$�)�/� +�&0$ %)$�(45�- ! ,�()�

f	 �y� �
X
i

f� ��i �y��

�����d�i

dy

����� � �Di
�y� �

1�$ Di � �. 0$%+/  2,$�$)$.�- i�+ ' /$+/�  3,�+. ' !(.&7���

�� 
(%+* � � ��%&,$+.�- %)(#�'.�- /$)�#�.� % �"/$%+.9� ,-� � ,�%2,$�$)$.�-
ci j pi� ��'+� ,-� ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'.96 /$)�#�.� �� � � �� 3� 
�� /� ���


� �(��( �/(6 .$"�/�%��96 ,�/. �$,. ,�%2,$�$)$..96 .� �. 0$%+/$ f�� �� � � � � �g
%)(#�'.96 /$)�#�. �� � �� � 0. "�2�%�+* / /��$ ����� � ������� �� 
 �i 
 ���
��'+� "�& .9 ,�%2,$�$)$.�- �� � ��� ��/�%��9 )� %)(#�'.9$ /$)�#�.9 �� �
�� �

�� 
(%+* � � %)(#�'.�- /$)�#�.� % .$2,$,9/. ' !(.&7�$' ,�%2,$�$)$.�- F� �x��
��'��+$ "�& . ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � F� ���� �&�0�+$ %2 % 3
2 )(#$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 % "���..9� "�& . � ,�%2,$�$)$.�- F� �x�� $%)�
/ ��:$� ,�%2 ,-0$.�� ��$$+%- %)(#�'.�- /$)�#�.� �� ,�/. �$,. ,�%2,$�$�
)$..�- .�  +,$"&$ ��� ���


� 
(%+* � � %)(#�'.�- /$)�#�.� % �"/$%+. ' !(.&7�$' ,�%2,$�$)$.�- F� �x�� ��'+�
"�& . ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 � �)-� �� � � �� � �� � �� �� � � ���
3� � � �k� k � N� /� � � j�j� 1� � � � � � ���� 
,� &�&�6 (%) /�-6 %(5$%+/($+
2) +. %+* /$, -+. %+� f	 �y� � ��'+� f	 �y�� ��%%� +,$+* 2,��$,9�


�



�a�

f� �x� �
�p

	�

exp

�
��x� a��


��

	
�

�b�
f� �x� � �fjxj� �

�
g �x� �

�c�
f� �x� � e�x � � �x� �

	� 
(%+* /$&+ , ��� �� ��$$+ 2) +. %+* ,�%2,$�$)$.�- f�	 �x� y�� ��'+� "�& . ,�%�
2,$�$)$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 � �)-� �� � � � � �� 3� � � � � �� /� � � ����
��%%� +,$+* %)$�(45�$ 2,��$,9 .$"�/�%��96 %)(#�'.96 /$)�#�. � � ��

�a�

f� �x� �
�p

	

e�x
���� f	 �y� � ye�y

��� � � �y� �

�b�

f� �x� �
�

	
p
�� x�

�fjxj��g �x� � f	 �y� � ye�y
��� � � �y� �

�c�

f� �x� �
x

a�
e�x

���a� � � �x� � f	 �y� �
y

a�
e�y

���a� � � �y� �

�d�

f� �x� �

r
n


	
e�nx

���� f	 �y� � 

�
n




�n��
yn�� e

�ny���

� �n�
�
� � �y� �

�e�
�� � � . ,��)*. ,�%2,$�$)$.9 % 2�,��$+,���

��� ��
�� � ��� ��

�� %  +/$+%+/$.. �

�� �  ,��.�+� � + #$#. 1 $��.�#. 1 "�,-��� ,�%2 ) 0$.. 1 .�  %� OX� ,�%�
2,$�$)$.� % 2) +. %+*4 f� �x�� ��'+� "�& . ,�%2,$�$)$.�- 2 +$.7��)�� % "���
/�$� 1 "�,-� � / + #&$ ��� �� .� 2) %& %+� XOY � ��%%� +,$+* 2,��$,9 ���c�
�" "���#� ��
�

�� � 7$.+,$  %. /�.�- &,(1 / 1 7�)�.�,� ,���(%� r .�6 ��+%- �%+ #.�& �")(#$�
.�-� ��'+� !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � /9% +9 2 2���.�-
! + .� / %+$.&( 7�)�.�,��

�� �/ 3 �.9' #)$. � &/��,�+. 1 (,�/.$.�- x�� 
x� � � � ,�/. �$,. ,�%2,$�$�
)$. .�  +,$"&$ ���� ��� ��'+� "�& . ,�%2,$�$)$.�- �$.*:$1 & ,.- � (,�/.$.�-�


�



�� �)(#�'.�- /$)�#�.� � ,�%2,$�$)$.� 2 2 &�"�+$)*. �( "�& .(�

f� �x� � �e��x � � �x� �

��&�� !(.&7� .�)*.9� 2,$ 3,�" /�.�$� � 0. 2,$/,�+�+* $$ / %)(#�'.(4
/$)�#�.( �� ,�%2,$�$)$..(4 2 "�& .( � :��

f	 �y� �
�

	 �� � y��
�

��� �%+ #.�& �")(#$.�- .�6 ��+%- .�� 2 /$,6. %+*4 2, ",�#. 1 /$5$%+/� % 2 �
&�"�+$)$� 2,$) �)$.�- n 
 �� ��'+� 2) +. %+* /$, -+. %+� � !(.&7�4 ,�%�
2,$�$)$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � (1)� 2,$) �)$.�- )(#� / 2, ",�#. ' %,$�$�
$%)� /%$ .�2,�/)$.�- )(#$'  + �%+ #.�&� / / "�(6$ ,�/. /$, -+.9�

��� ��$$+%- % / &(2. %+* �/(6 %)(#�'.96 /$)�#�. ��� �� % "���.. ' 2) +. %+*4
/$, -+. %+� f�	 �x� y�� ��'+� !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- � 2) +. %+* /$, -+. �
%+� %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � max f�� �g� ��%%� +,$+* %)(#�' .$"�/�%��96 �
 ��.�& / ,�%2,$�$)$..96 2 "�& .( � :� %)(#�'.96 /$)�#�. � � ��

f� �x� � f	 �x� �
�

	 �� � x��
�

�
� �)(#�'.9' /$&+ , ��� �� ��$$+ . ,��)*. $ ,�%2,$�$)$.�$ % 2�,��$+,���
��� �� ��

�� �
�
�� ��� ��'+� "�& . ,�%2,$�$)$.�- 2 )-,.96 &  ,��.�+ ��� �� /$&+ ,�

��� ���

��� �$"�/�%��9$ %)(#�'.9$ /$)�#�.9 � � � ��$4+ 2) +. %+� /$, -+. %+� f� �x�
� f	 �y�� ��'+� ��+$��+�#$%& $  0���.�$ � ��%2$,%�4 � �()- �6 ,�". %+�
� � j� � �j�

�
� � / &(2. %+* �/(6 %)(#�'.96 /$)�#�. � � �  2�%9/�$+%- 2) +. %+*4 /$, -+�
. %+� f�	 �x� y�� ��'+� !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�- � 2) +. %+* /$, -+. %+� %)(�
#�'. ' /$)�#�.9 � � minf�� �g� ��%%� +,$+* %)(#�' .$"�/�%��96 � � � �"
��+#�&� %)(#�'.96 #�%$) RND�

�	� �)(#�'.�- + #&� ��� �� ,�%2,$�$)$.� ,�/. �$,. / $��.�#. � &,(1$� ��'+�
"�& . ,�%2,$�$)$.�- %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � ����

��� � �2 .$.+9 %& , %+� �v � �vx� vy� vz� #�%+�79� ��$45$' $��.�#.(4 ��%%(� .$"��
/�%��9 �,(1  + �,(1� � ,�%2,$�$)$.9 . ,��)*. % 2�,��$+,��� ��� a��� ��'+�
"�& . ,�%2,$�$)$.�- &�.$+�#$%& ' 8.$,1�� #�%+�79 W � /$)�#�.9 %& , %+�
j�vj�

��� �)(#�'.�- + #&� A ,�/. �$,. ,�%2,$�$)$.� .� $��.�#. ' %!$,$ % 7$.+, � /
.�#�)$ &  ,��.�+� ��'+� "�& . ,�%2,$�$)$.�- 2, $&7�' + #&� A .� 8&/�+ ,��
�)*.(4 2) %& %+* � 2 )-,.(4  %* %!$,9�


�



��� ��'+� "�& . ,�%2,$�$)$.�- ,$:$.�- �� )�.$'. ' %�%+$�9 A�� � �� �detA �� ���

1�$ /$&+ , �� ,�%2,$�$)$. % 2) +. %+*4 f�� ��x��

��� �$ +,�7�+$)*.9$ %)(#�'.9$ /$)�#�.9 ��� ��� � � � � �n .$"�/�%��9 � ��$4+  ���
.�& /9$ 2) +. %+� /$, -+. %+� f�i �x� � e�x � � �x�� ��'+� 2) +. %+� /$, -+�
. %+� %)(#�'.96 /$)�#�.� �� �� � �� � �� � � � � � �n� 3� �� � minf��� ��� � � � � �ng�
/� �	 � max f��� ��� � � � � �ng�

��



���	��

��.-+�$ �

�� a� ci � �j pi � 3� 
ci j pi � /� c�i j p�i � p�i �
P
j
pj � �fc�ig

�
c�j
�
�


� P f�� � kg � ���� k � �� �� 
� �����
P f�� � �g � ��		� P f�� � �g � ��
	� ���

� a� F	 �y� � F� ��y � �� ��� � � 
 �� F	 �y� � �� F� ��y � �� ��� �� � � � �� 3�

F	 �y� � F�

�
kpy

�
� k � 
n � �� F	 �y� �

�
F�

�
kpy

�
� F�

�
�kpy � �

��
� � �y� � k � 
n� /�

F	 �y� � �F� �y�� F� ��y � ��� � � �y�� 1� F	 �y� � F� �y� � � �y��
	� a� f
 �z� �

��R
��

f�	 �z � t� t� dt� 3� f
 �z� �
��R
��

f�	 �z�t� t� dt� jtj�

/� f
 �z� �
��R
��

f�	 �zt� t� jtj dt�
�� f	 �y� � f�

�p
�� y��y

�
�
�
y�
p
�� y�

�
� ������ �y��

�� F� �x� � x�
p
x� � r� � � �x��

�� f	 �y� � ��� y� � ����p���� �y��

�� � � cot
�
	e���

�
�

��� f� �y� � n� sin 
y�
�


q
�� n� sin� y

�
� �f��y�arcsin ��ng �y��

��� f
 �z� �
zR

��
f�	 �z� y� dy �

zR
��

f�	 �x� z� dx�

�
� f�
 �r� �� � r exp f�r����g �
	��� r � �� � 
 � 
 
	�
��� M� � 
M ��F	 ���� � 
M ��F� �����M� �M��

�
� f
 �z� � �
�R
z
f�	 �z� y� dy �

�R
z
f�	 �x� z� dx�

�	� f
 �z� � �� �	 �� � z����

��� fW �y� �
�


q
y�	�a	

�
exp f�y�a�g � � �y�� fjvj �z� �

�q

�	z	�a	

�
exp f�z��
a�g �

� �z��

��� f� ��� �
�
��
p
�� ��

�
� ������ ���� fh �z� � ������� �z� �
�

��� f�	 ��y� � f�� �A�y� � jdetAj�
��� ���yne�y� �n� ���� � � �y�� 3� ne�ny � � �y�� /� ne�y ��� e�y� � � �y��

��



��.-+�$ �

�

���� =����������������= ��������
�	�
	����� ���	�	� ���
���������

=�,�&+$,�%+�#$%& ' !(.&7�$' �� �u� %)(#�'. ' /$)�#�.9 � .�"9/�$+%- ��+$���
+�#$%& $  0���.�$ !(.&7�� exp �iu��� 1�$ u� /$5$%+/$..9' �,1(�$.+�

�� �u� � M
n
eiu�

o
�

��Z
��

eiuxdF� �x� �

�%)� 6�!� �.�)�+�#$%&�-� + .�#�)*.9$ � �$.+9 %�/� � .�6 �-+%- 2 ! ,�()$

mk �
�

ik
dk�� �u�

duk
ju�� �

=�!�  �. ".�#.  2,$�$)-$+ !(.&7�4 ,�%2,$�$)$.�-� � #�%+. %+�� �)- .$2,$�
,9/. ' %�/� ! ,�()� %/-"� 2) +. %+� /$, -+. %+� f� �x� � 6�!� ��$$+ /���

f� �x� �
�


	

��Z
��

e�ixu�� �u� du�

=�,�&+$,�%+�#$%& ' !(.&7�$' %�%+$�9 %�/� ���� ����n� .�"9/�$+%- ��+$��+�#$%& $

 0���.�$ !(.&7�� exp
�
i

nP
k��

uk�k

�
� 1�$ u�� ���un /$5$%+/$..9�

�������n �u�� ���un� �

��Z
��

���

��Z
��

exp

�
i

nX
k��

ukxk

	
dF������n �x�� ���xn� �

=�!� %�%+$�9 .$"�/�%��96 %�/� ���� ����n� ,�/.� 2, �"/$�$.�4 6�!� /$)�#�.� /6 �
�-5�6 / %�%+$�(�

�������n �u�� ���un� �
nY
i��

��i �ui� �

� �2 "�7�$' "�& . / ,�%2,$�$)$.�- .�"9/�$+%-  +9%&�.�$ "�& .� ,�%2,$�$)$.�-
%(��9 .$"�/�%��96 %�/� 2 �"/$%+.9� "�& .�� ,�%2,$�$)$.�- %)�1�$�96�

�)- ��%&,$+.96 .$"�/�%��96 %�/� � � � ,-� ,�%2,$�$)$.�- %�/� � � � � � ��$+%-
! ,�() '

P f� � zg �
X
j

P f� � xjgP f� � z � xjg �

�)- .$2,$,9/.96 .$"�/�%��96 %�/� � � � 2) +. %+* /$, -+. %+� %�/� � � � � �

f
 �x� �

��Z
��

f	 �y� f� �z � y�dy �

��Z
��

f� �x� f	 �z � x� dx�

�




�� ��'+� 6�!� %)(#�'. ' /$)�#�.9 � � "���/�$� ' ,-� � ,�%2,$�$)$.�- P f� � �g �
P f� � ��g � ��
�


� ��/� � "���$+%- %)$�(45�� ,-� � ,�%2,$�$)$.�-

P f� � �g � P f� � ��g � ��
� P f� � �g � ��
�

	2,$�$)�+* 6�!� � .�#�)*.9$ � �$.+9 %�/� ��

�� ��/� � ��$$+ . ,��)*. $ ,�%2,$�$)$.�$ % 2�,��$+,��� �a� ��� � ��'+� $$ 6�!�


� � &�0�+$� #+ !(.&7�- � �u� � cos u� .$ � 0$+ 39+* 6�,�&+$,�%+�#$%& '�

	� 
(%+* � � 7$) #�%)$..�- %�/� � �� �u� � $$ 6�!� 
 &�"�+*� #+ 

P f� � kg �
�


	

��Z
��

e�iku�� �u� du� k � ������
� ���

�� 
(%+* � �u� � 6�!� .$& + , ' %�/� � 1(+ )� Re f� �u�g � Im f� �u�g 39+* 6�,�&�
+$,�%+�#$%&��� !(.&7�-�� �

�� ��%&,$+.�- %�/� � 2 �#�.-$+%- "�& .( 
(�%% .��

P f� � kg �
ak

k�
e�a� a 
 �� k � �� �� 
� ���

��'+� $$ 6�!�� � +�&0$ ��+$��+�#$%& $  0���.�$ � ��%2$,%�4�

�� �)(#�'.�- /$)�#�.� � ��$$+ 6�!�

�� �u� �
�

� � u�
�

��'+� .�#�)*.9$ � �$.+9 � 2) +. %+* /$, -+. %+� %�/� ��

�� ��& ' %)(#�'. ' /$)�#�.$ � %  +/$+%+/($+ 6�,�&+$,�%+�#$%&�- !(.&7�-

�� �u� �
�


� eiu
�

��� ��'+� 6�!� %�%+$�9 �/(6 %�/� �� � ��� 2 �#�.$..96 . ,��)*. �( "�& .( ,�%�
2,$�$)$.�- % 2�,��$+,��� �a�� a�� �

�
�� �

�
�� r��

��� 
(%+* ���� ��� ����n� � %�%+$�� "�/�%��96 . ,��)*.96 %)(#�'.96 /$)�#�.� � �

&�"�+*� #+ %�/� � �
nP
i��

ai�i � b �a�� a�� ���an� b � const� +�&0$ . ,��)*. ,�%�
2,$�$)$.��

��



�
� ��$:�.9 �/$ 1,(229 �$+�)$'� % �$,0�5�$ n� � n� �$+�)$' &�0��-� ��%) 3,��
& /�..96 �$+�)$' / &�0� ' 1,(22$ �� � � %  +/$+%+/$.. � ��$$+ 3�. ���)*. $
,�%2,$�$)$.�$�

P f� � kg � Ck
n�
pkqn��k� k � �� �� ���n��

P f� � kg � Ck
n�
pkqn��k� k � �� �� ���n��

��'+� ,-� ,�%2,$�$)$.�- %�/� � � � � ��

��� 	2,$�$)�+* 2) +. %+* /$, -+. %+� %(��9 �/(6 .$"�/�%��96 %�/�� &�0��- �"
& + ,96 ,�/. �$,. ,�%2,$�$)$.� / �.+$,/�)$ �a� b� �

�
� �)(#�'.9$ /$)�#�.9 � � � .$"�/�%��9 � ��$4+ ,�%2,$�$)$.�$ 
(�%% .��

P f� � kg �
�k

k�
e��� P f� � kg �

�k

k�
e�� �� 
 �� �

��'+� ,-� ,�%2,$�$)$.�- %�/� � � � � ��

�	� 
(%+* %�/� ��� ��� ����n .$"�/�%��9 � ��$4+ ,�%2,$�$)$.�$ � :��

f�i �x� �
�

	

a

a� � x�
�a 
 �� � i � �� 
� ���n�

��& ,�%2,$�$)$.� %�/� � �
nP
i��

�i�n �

��� � &�0�+$� #+ !(.&7�- � �u� �
p
�� u� � �fjuj��g �u� .$ � 0$+ 39+* 6�,�&+$,��

%+�#$%& '�

���
����� ����������� ����� ���� ��
�������� ��������� ��������
�����

�
������� ��
���� �� � � ������
�������� ���� � �u� �

�




���	��

��.-+�$ �

�� �� �u� � cos u�

� �� �u� � cos� �u�
� � m�k�� � �� m�k � ��
�
�� �� �u� � exp �iua� ��a��
��
�� Re f� �u�g � 0$+� Im f� �u�g .$+�
�� �� �u� � exp fa �eiu � ��g � m� � a� D� � a�
�� m�k�� � �� m�k � �
k��� f� �x� � e�jxj�
�
�� ��%&,$+. '�
��� ����� �u�� u�� � exp fi �a�u� � a�u��� ���

�u
�
� � 
����r � ��

�u
�
�� �
g�

�
� P f� � kg � Ck
n��n�p

kqn��n��k�
���

f� �x� �


�����
����


�� x 
 
a
x��a
�b�a�� � 
a 
 x 
 a� b
�b�x
�b�a�� � a� b 
 x 
 
b

�� x � 
b

����������
�
� P f� � kg � �
��k e����k��
�	� 
 + �( 0$ %�� �( "�& .(�

�	



��.-+�$ �


��������� ��	����


 � 2,$�$)*.9�� +$ ,$���� / +$ ,�� /$, -+. %+$' 2 .���4+ 7$)9' &)�%% +$ �
,$�� (&�"9/�45�6 (%) /�- / ".�&. /$.�- +$6 �)� �.96 "�& . �$,. %+$' / ,$"()*�
+�+$ �$'%+/�- 3 )*: 1 #�%)� %)(#�'.96 !�&+ , /�

	2,$�$)$.�$� 
(%+* f�ng� 2 %)$� /�+$)*. %+* %�/� % & .$#.9�� ��+$��+�#$�
%&���  0���.�-��� 
(�$� 1 / ,�+*� #+ �)- .$$ /92 ).$. "�& . 3 )*:�6 #�%$)
��
��� $%)� 
� 
 �

P


���
��


��������

nP
k��

�k

n
�

nP
k��

M�k

n

�������� 
 �

����
���� �

2,� n���
�$ ,$�� ��,& /�� �)- + 1 � #+ 39 2 %)$� /�+$)*. %+* %�/� f�ng (� /)$+/ ,-)�

�
�� � %+�+ #. � #+ 39

lim
n��

nP
i��

nP
j��

K�i�j

n�
� ��

�)$�%+/�$ �+$ ,$�� �$39:$/��� 
 %)$� /�+$)*. %+* /"���. .$& ,,$)�, /�.�
.96 %�/� % ,�/. �$,.  1,�.�#$..9�� ��%2$,%�-�� (� /)$+/ ,-$+ �
��

	2,$�$)$.�$� 
 %)$� /�+$)*. %+* %�/� % & .$#.9�� ��%2$,%�-�� 2 �#�.-$+%-
7$.+,�)*. ' 2,$�$)*. ' +$ ,$�$ ��
��� $%)� 
x � �

lim
n��P


�����
����


nP
k��

��k �M�k�s
D
�

nP
k��

�k

� � x

������
�����

�
�p

	

xZ
��

exp

�
�t�




	
dt�

������� ���������������� 
 %)$� /�+$)*. %+*  ��.�& / ,�%2,$�$)$..96
.$"�/�%��96 %�/� % & .$#.9�� ��%2$,%�-�� 2 �#�.-$+%- �
��

�)$�%+/�$ �+$ ,$�� �(�/,����2)�%��� �)- 2 %)$� /�+$)*. %+� f�ng 3�. ���)*�
.96 %�/� % 2�,��$+, � p

lim
n��P


���
��


nP
k��

�k � np

p
npq

� x

����
��� �

�p

	

xZ
��

exp

�
�t�




	
dt�

�� 2,�&+�&$ 2,� & .$#.96 n /$, -+. %+* .�6 0�$.�- #�%)� 2 -/)$.�' % 39+�-
/ %$1�$.+$ �m�� m�� /9#�%)-4+ 2 ! ,�()$

P fm� � �n � m�g �
�




�
�

�
m� � ��	� npp

npq

�
� �

�
m� � ��	� npp

npq

�	
���

1�$ � �x� �
q

�	

xR
��

exp ��t��
� dt � !(.&7�- ��2)�%��

��



�� 
(%+* %)(#�'.�- /$)�#�.� �n ,�/.� %(��$  #& / 2,� n 2 �3,�%9/�.�-6 �1,�)*�
. ' & %+�� �%2 )*"(- .$,�/$.%+/ �$39:$/��  7$.�+* %/$,6( /$, -+. %+*�

P
������nn � ��	

���� 
 �
�
� � 
 ��


� �$, -+. %+* 2 -/)$.�- % 39+�- �A /  �. �  29+$ ,�/.� ��	� � 0. )� % /$, -+�
. %+*4� 3 )*:$' ����� (+/$,0��+*� #+ #�%) 2 -/)$.�' �A / ���� .$"�/�%��96
�%29+�.�' 3(�$+ / 2,$�$)�6  + 
�� � ����

�� �%2 )*"(- .$,�/$.%+/ �$39:$/��  7$.�+* /$, -+. %+* + 1 � #+ )43�- %�/�
 +&) .�+%-  + %/ $1 ��+$��+�#$%& 1  0���.�- �$.$$� #$� .� ��� 1�$ � �
%,$�.$�&/��,�+�#. $  +&) .$.�$ ��


� 
 %)$� /�+$)*. %+� �n� �n � �n /"���. .$"�/�%��96 %�/� "���4+%- ,-���� ,�%�
2,$�$)$.�- �6 #)$. /�

�a�

P ��n � �
n� �
�



�

�b�

P ��n � �
n� �
�


�n��
� P ��n � �� � �� �


�n
�

�c�

P ��n � �n� � �



p
n
� P ��n � �� � �� �p

n
�

��&�$ �" .�6 2 �#�.-4+%- �
��

	� ��.� 2 %)$� /�+$)*. %+* .$"�/�%��96 %�/� �n� ��$45�6  �.( � +( 0$ !(.&7�4
,�%2,$�$)$.�-

F �x� �
�



�

�



arctan

x

a
�


,��$.�� )� & .$' �
��

�� � 0. )� �.+$1,�)

I �

�Z
a

sin x

x
dx �a 
 ��

2 %)$ "��$.9 2$,$�$.. ' y � a�x /9#�%)�+* �$+ � � � .+$���,) 2 ! ,�()$

In �
�

n

nX
k��

�

yk
sin

a

yk
�

1�$ yk � c)(#�'.9$ #�%)� �" �.+$,/�)� ��� �� �

�� �$, -+. %+* 2 -/)$.�- % 39+�- 2,�  �. � �%29+�.�� ,�/.� ���� � &�& ' /$�
, -+. %+*4 � 0. (+/$,0��+*� #+ #�%+ +� 2 -/)$.�' 8+ 1 % 39+�- 2,� ���
�%29+�.�-6 3(�$+ )$0�+* / 2,$�$)�6 ��
� ��
�

��



�� ��& /� /$, -+. %+* + 1 � #+ / %+ )3�&$ �" ��� � .$+ #�%) � .$+� ,�%2 ) �
0$..96  ,) � //$,6� 3(�$+  + 
	 � 		�

�� 
, �"/ �%+/ ��$+  ��. 2, 7$.+ 3,�&�� ��& /� /$, -+. %+* + 1 � #+ �" /"-�
+96 .� �%%)$� /�.�$ ���� �"�$)�' /93,�& /�. 3(�$+ .$ 3 )*:$ ���

��� �&)��9/�4+%- �� ��� #�%$)�  &,(1)$..96 % + #. %+*4 � ���m� 
,$�2 )�1�-
 :�3&�  &,(1)$.�- .$"�/�%��9�� � ,�/. �$,. ,�%2,$�$)$..9�� / �.+$,/�)$
����	 � ���m� ��	 � ���m�� .�'+� 2,$�$)9� / & + ,96 % /$, -+. %+*4� .$ �$.*:$'
����� 3(�$+ )$0�+* %(���,.�-  :�3&��

��� �)(#�'.�- /$)�#�.� �� ,�%2,$�$)$.� 2 "�& .( 
(�%% .� % 2�,��$+, � �� �$�(
,�/$.

lim
���

P

�
�� � �p

�

 x

	
�

���
����� ���"���#( ���
�

�
� 
(%+* %�/� � 2,$�%+�/)-$+ % 3 ' ,-�

� �
�P
i��

�i

i
�

1�$ f�ig�2 %)$� /�+$)*. %+* .$"�/�%��96 %�/�� 2,�.���45�6 ".�#$.�- � � � %
/$, -+. %+-�� ��	� 
 &�0�+$� #+ %�/� � ,�%2,$�$)$.� ,�/. �$,. / �.+$,/�)$
��� ���

���
����� � ! ,�()$
F� �x� � P f� � xg

2,$�%+�/�+* #�%) x / �/ �#. ' ! ,�$�

��



���	��

��.-+�$ �

�� P 
 ���	�n���

� ���
�� P � ����

� f�ng�
	� �$+�
�� �$+�
�� �����
�� ����
��
�� ����	�
��� ���
��� � ���m� �
��� � ���m��
��� � �x��

��


